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Références

1. Oral à l'agreg de math

Enoncé :

Soit P un polygone du plan complexe dont les sommets sont {z1, ..., zn}. On dé�nit alors par
récurrence une suite de polygones (Pk)k≥0, avec P0 = P , et où les sommets de Pk+1 sont les milieux
des arêtes de Pk.

Alors la suite (Pk) converge vers l'isobarycentre g de P avec g =
z1 + ...+ zn

n
.

Théorème ( Déterminant circulant ) 1 : Soient a0, ..., an−1 des nombres complexes. On pose
ω = e2iπ/n. Alors ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 · · · an−1

an−1 a0 a1 · · · an−2

an−2 an−1 a0 · · · an−3
...

...
...

...
a1 a2 a3 · · · a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
j=0

n−1∑
k=0

akω
jk

Démonstration : On note C la matrice dont on veut calculer le déterminant et on dé�nit la
matrice J suivant :

J =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . .
...

0 1
1 0 0 · · · 0


Ainsi C =

∑n−1
k=0 akJ

k, et il su�t donc de diagonaliser J pour obtenir la diagonalisation de C. Pour
déterminer les valeurs propres de J , on résoud donc le système JX = λX avec X = t(x1, ..., xn) ̸= 0
: 

x2 = λx1

x3 = λx2
...
...

x1 = λxn

⇒ ∀i, xi = λnxi

Ainsi les racines de l'unité Un = {1, ω, ..., ωn−1} sont potentiellement valeurs propres de J et on
véri�e que le vecteur ek = (1, ωk, ..., ω(n−1)k) est e�ectivement un vecteur propre de J associé à la
valeurs propres ωk pour tout k ∈ [[0 ;n− 1]]. Ainsi J possède n valeurs propres distinctes et est donc
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diagonalisable. Il existe alors P ∈ GLn(C) tel que J = PDP−1 où D = diag(1, ω, ..., ωn−1). D'où

det(C) = det

(
n−1∑
k=0

akJ
k

)
= det

(
n−1∑
k=0

akPDkP−1

)

= det

(
n−1∑
k=0

akD
k

)
=

n−1∏
j=0

(
n−1∑
k=0

akω
jk

)

Le passage de la deuxième à la troisième égalité s'obtient en factorisant par P à
gauche et P−1 à droite, de sorte à avoir un produit pour utiliser que le déterminant
du produit est le produit des déterminants, et il nous reste bien la troisième égalité.

□
Résolution :

Démonstration : On représente Pk par le vecteur colonne Zk = t(zk1 , ..., z
k
n), et il s'agit alors

de montrer que Zk converge vers t(g, ..., g), où g est l'isobarycentre de P . En utilisant la notation
matricielle, la relation de récurrence peut s'écrire sous la forme suivante :

Zk+1 =


zk1+zk2

2
...

zkn+zk1
2

 = AZk avec A =


1
2

1
2

0 · · · 0

0 1
2

1
2

. . .
...

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · 0 1

2
1
2

1
2

0 · · · 0 1
2


On a donc Zk = AkZ0 pour tout k ∈ N. Il su�t alors de montrer que (Ak)k≥0 converge dans
Mn(C)(que l'on munit d'une norme quelconque car c'est espace vectoriel de dimension �nie).
Pour cela, étudions les valeurs propres de A :

χA(X) = det(XIn − A) = A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X − 1
2

−1
2

0 · · · 0

0 X − 1
2

−1
2

. . .
...

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · 0 X − 1

2
−1

2

−1
2

0 · · · 0 X − 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On reconnait un déterminant circulant avec a0 = X − 1

2
, a1 = −1

2
et ai = 0 pour i ≥ 2. En utilisant

donc la formule du déterminant circulant, on obtient

χA(X) =
n−1∏
j=0

n−1∑
k=0

akω
jk =

n−1∏
j=0

(
X − 1

2
− 1

2
ωj

)
=

n−1∏
j=0

(X − λj)

Avec λj =
1+ωj

2
. Or comme λi = λj ⇔ i = j, on en déduit que A possède n valeurs propres distincts,

et donc A est diagonalisable. Il existe Q ∈ Gln(C) telle que A = QDQ−1 avec D = diag(λ0, ..., λn−1).
Or, pour j ̸= 0,

|λj| =
∣∣∣∣1 + ωj

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣eijπ/n eijπ/n + e−ijπ/n

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos(πj

n

)∣∣∣∣ < 1

Ainsi λk
j →

k→+∞
0 si j > 0, d'où Ak converge dans Mn(C) vers B = Qdiag(1, 0..., 0)Q−1 par continuité

de M 7→ QMQ−1.
On pose donc X = BZ0 de sorte que la suite (Zk) avec Zk = AkZ0 converge vers X. Par continuité
de la multiplication matricielle à gauche et passage à la limite, on a nécessairement X = AX.

En e�et, on a alors AZk = Ak+1Z0. Comme Zk converge versX et que Ak+1 converge
vers B, on a AX = BZ0 = X.
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Or, l'espace propre associé à 1 contient le vecteur propre t(1, ..., 1) et est de dimension 1, car A
possède n valeurs propres distincts. Ainsi il existe a ∈ C tel que X = (a, ..., a), c'est à dire que (Pk)
converge vers le point d'a�xe a. Il nous reste à montrer que g = a.
Pour cela, on remarque que si g est l'isobarycentre de P0, il est aussi celui de Pk. En e�et, en notant
gk l'isobarycentre de Pk, on obtient ( avec les indices modulo n )

gk+1 =
1

n

n∑
i=1

zk+1
i =

1

n

n∑
i=1

zki + zki+1

2
=

1

n

n∑
i=0

2zki
2

=
1

n

n∑
i=0

zki = gk

Or le vecteur Pk = (zk1 , ..., z
k
n) d'isobarycentre gk converge vers (a, ..., a). La fonction qui à n points

du plan associe son isobarycentre est continue. Par continuité de l'isobarycentre, gk converge vers
l'isobarycentre de (a, ..., a) qui est a. Comme gk = g pour tout k ∈ N, alors on a �nalement g = a ce
qui achève la démonstration. □
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